
Sistemi 
probabilistici 
e stocastici

«Alcune scelte sono più 
probabili di altre»
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Alcune definizioni:

Esempio:  Ω = {a,b,c,d}
= { ⌀, {a,b}, {c,d}, {a,b,c,d}}
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Alcune definizioni:

SPAZIO DI PROBABILITÀ 
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PROPRIETÀ:
• Principio di inclusione e esclusione:

• Probabilità condizionata:
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Variabili aleatorie continue:
Dato                  spazio di probabilità, una funzione 
misurabile                     è una variabile aleatoria reale se 

E si definisce la funzione di ripartizione   

Proprietà:
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Variabili aleatorie continue:
Dato                  spazio di probabilità e data una variabile aleatoria reale                     , 

una funzione integrabile                               si dice densità di probabilità se è tale che 

Vale anche che
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Distribuzione esponenziale e proprietà
La distribuzione esponenziale è così definita
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Proprietà distribuzione esponenziale:
Memoryless: Sia X una variabile aleatoria esponenziale di parametro λ, allora 
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Proprietà distribuzione esponenziale:
Siano 𝑋1e 𝑋2 due variabili aleatorie esponenziali di parametri λ1e λ2, allora
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Proprietà distribuzione esponenziale:
Siano 𝑋1e 𝑋2 due variabili aleatorie esponenziali di parametri λ1e λ2, allora

10/28Valeria Tateo 635002



Processi stocastici
Sia                 uno spazio di probabilità, e sia T un insieme. Allora un processo stocastico 
è una funzione                       tale che

è una variabile aleatoria

Se T ⊆ ℕ, allora il processo stocastico si dice discreto.

Se T ⊆ℝ, allora il processo stocastico si dice continuo. 

L’insieme degli stati è 
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Catene di Markov
Sia                 spazio di probabilità,                processo stocastico è una Catena di Markov se

possibili tempi e                               possibili stati si ha

Consideriamo solo il caso di Catene di Markov omogenee, ovvero che non dipendono dal 
tempo. Quindi possiamo riformulare 

Se T ⊆ ℕ -> DTCM
Se T ⊆ ℝ -> CTCM
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Catene di Markov Discrete (DTCM)
Possiamo rappresentare la DTCM attraverso matrici e LTS così definiti:

Probabilità di transizione
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PTS
Un PTS è un LTS le cui etichette sono le probabilità di transizione. 

La funzione di transizione è così definita: 

Cioè 

Possiamo adesso sfruttare le proprietà di algebra lineare per capire come evolve il 
sistema, infatti
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Esempio:

La somma fa 1

Come possiamo 
calcolare la probabilità di 
andare dallo stato 1 -> 2 

-> 3 ->1 ?

1          2         3

1
2
3

FINITE PATH PROBABILITY:
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Distribuzione stazionaria
Si definisce la distribuzione stazionaria                             di una DTCM come  

quando tale limite esiste.
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Catene di Markov Ergodiche 
Una catena di Markov si dice Ergodica se:

• è irriducibile: ovvero ogni stato è raggiungibile da ogni altro stato;

• è aperiodica: ovvero il massimo comune divisore delle lunghezze di tutti i cammini è 1.

In questo caso, la distribuzione stazionaria si calcola risolvendo il sistema lineare
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Esempio:
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Catene di Markov Continue (CTCM)
Sia                 spazio di probabilità,                  CTCM tale che

Sia 𝑇𝑖,𝑗 il tempo speso nello stato i prima di andare nello stato j, allora

Cioè è una variabile memoryless, ovvero una variabile esponenziale di parametro λ𝑖,𝑗

t ∈ ℝ
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Catene di Markov Continue (CTCM)
Con le condizioni

si definisce l’embedded DTCM di CTCM la catena di Markov discreta rappresentata 
dalla matrice

dove
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CTCM Bisimilarità
Dato un LTS definiamo la funzione γ che preso uno stato p, un’azione 𝑙 e un insieme di 
stati I restituisce true se esiste uno stato q in I tale che q è raggiungibile da p tramite 
𝑙; restituisce false altrimenti.

Ora prendiamo l’equivalenza ≡𝑅 indotta da una relazione R.

Sia 𝑆≡𝑅
l’insieme delle classi di equivalenza.

Se J ∈ 𝑆≡𝑅,  p,q ∈ J (cioè appartengono alla stessa classe di equivalenza)
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CTCM Bisimilarità
Se consideriamo la funzione

Allora una  bisimulazione è tale che

è  la più grande bisimulazione

CTCM BISIMULAZIONE

CTCM BISIMILARITA’
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DTCM Bisimilarità

• Senza stallo, banale;
• Con stallo, analoga con la condizione che: 

1. Due qualsiasi stati di stallo sono bisimili;

2. Ogni stato di stallo non è bisimile ad uno stato di non stallo.
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Esempio:
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Reactive PTS
Sono Catene di Markov che eseguono azioni. 

La bisimilarità è analoga a quella già introdotta.

.
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Larsen-Skou Logic

Consiste nell’abilità di raggiungere un nuovo 
stato attraverso la formula φ con un’azione 𝑙
con probabilità almeno q

Teorema
Due stati di un reactive probabilist system sono bisimili se e solo se 

soddisfano le stesse formule della logica di Larsen-Skou senza la negazione.

26/28Valeria Tateo 635002



Esempio:
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GRAZIE PER 
L’ ATTENZIONE!
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