Sistemi
orobabilistic
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«Alcune scelte sono piu
probabili di altre»
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Alcune definizioni:

Definizione 1.1.1. Una o-algebra é un sottoinsieme .% delle parti di un insieme () tale che
1. Qe #;
2. se A e F, allora A° € F ;
3. se (Ap)n>1 € F, allora | JA, € 7.

Un’algebra é definita analogamente, ma é chiusa per unioni finite (invece che unioni numerabili).

Esempio: Q ={a,b,c,d}
F ={2,{a,b}, {c,d}, {a,b,c,d}}
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Alcune definizioni:

Definizione 1.1.2. Dato ) un insieme e % una o-algebra, pp : % — [0, +00] € una misura se
o u(A)=>0VA e .F;

e ¢ o-additiva: (A,)n>1 C.F a due a due disgiunti, allora ,u,-(|_| An) = > 1(A,);

TL

In generale per una misura it vale che:
o se () < oo, allora ju é finita;
e se () e unione di una famiglia numerabile di insiemi (div % ) dv misura finita, allora p € o-finita;

e se () =1, allora p é una probabilita.

(2, % ,[P)  sPAZIO DI PROBABILITA
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PROPRIETA:

*  Principio di inclusione e esclusione:
P(Q\ A) =1— P(A)
P(A; UA,) = P(A;) + P(A5) — P(A; N A)

P(A; N As) = P(A1) + P(As) — P(A; U Ay)

* Probabilita condizionata:

P(ANB)

P(AIB) = =5

P(AN B) = P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A)

P(A|B) - P(B)
P(A)

P(B|A) =
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Variabili aleatorie continue:

Dato (£, A, P) spazio di probabilita, una funzione
misurabile X : Q — R e una variabile aleatoria reale se

VieR. {we| X(w)<z}eA

E si definisce la funzione di ripartizione
Fx(z) 2 P(X<z)=PHwe | X(w) <z}
Proprieta:
P(X <a)= Fx(a)
P(X >a)=1- Fx(a)
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a)
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Variabili aleatorie continue:

Dato (§2,A, P) spazio di probabilita e data una variabile aleatoriareale X : Q1 —R,

una funzione integrabile fx :R — [0,+0c0) si dice densita di probabilita se e tale che

Fx(@= [ fx(o) do

|
Vale anche che ha

IWALEY)

Densita’
di probabilita’

P(a<X<b)=/be(3:)d$

L F

Funzione di
distribuzione
cumulativa

, X
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Distribuzione esponenziale e proprieta

La distribuzione esponenziale e cosi definita

l—e Mifx>0 Ae M if x>0
FX(‘”):{ 0 x<0 fX(x):{ 0 x<0

1.6 :

1.4k — A =0.5 |

1.2} — A=l ]

L0 A=1.5 |

Zo0q| -

0.6 :

0.4 \ |

.l g

0 S | R R R N
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Proprieta distribuzione esponenziale:

Memoryless: Sia X una variabile aleatoria esponenziale di parametro A, allora

PX<ty+t|X >1) =P(X <1)

Proof. Since X is exponentially distributed, its probability law is Since [ Ae Mdx — [—e_“]ﬁ = [e‘“}z it follows that
t
Fx(t) = / Le M dx _ _ax1fo
X( ) 0 j:;)o-l—l‘le lxafx _ [e X] ot _ e—lro _e—lr A e—ﬁ.t[) _ f/—l‘!g/(l . 8—71.!‘) _, _e_:h
9 —A —Ax]t0 —At —
so we need to prove ffo Ae~**dx [e x]oc e M
fo+t 7 —Ax We conclude by
P(10<X<{0—|—f) fl‘g Ae ™ dx 9 -/‘r _2 t 0
— = = | Ae Mdx=P(X <t / —Ax :[—M] M
P(X >1) ft:’le_“dx 0 X=1) 0 Aedx = |e : =e
u
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Proprieta distribuzione esponenziale:

Siano X;e X, due variabili aleatorie esponenziali di parametri A{e A,, allora

P(min{X,.Xo} <1) =1 — ¢ hitho)

Proof. We recall that for any two events (not necessarily disjoint) we have P(min{X;,Xo} <1) = P(X; <tVX> <1)

= P(X] < t) +P(X2 < f) —P(Xl <tANXy < !)

= P(X] < T)+P(X2 SI) —P(Xl ST) XP(Xg EF)
and that for two independent events we have =(l—e M)+ (1—e ™M)= (1—e M) (1—e M)
—1 _e—llre—lgr

— | — e (Mti)t

P(AUB) = P(A) +P(B) — P(ANB)

P(ANB) = P(A) x P(B)

Then
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Proprieta distribuzione esponenziale:

Siano X;e X, due variabili aleatorie esponenziali di parametri A{e A,, allora

A
P(Xi <Xo) = 700

Proof. Tmagine you are at some time ¢ and neither of the two variables has fired. The
probability that X fires in the infinitesimal interval dr while X; fires in some later

instant is
2‘167”"lr (f Agelztzdfg) dt
t
from which we derive

P(X] <X2) :A l](?_'?tlIl (f lze_brzdfz) dt
1

— ]mxlekm [eflzrz} " di
0 oo
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Process| stocasticl

Sia (€2, A, P) uno spazio di probabilita, e sia T un insieme. Allora un processo stocastico
e una funzione x:Qx7 —R tale che

VteT.X(-.t): Q — R e una variabile aleatoria

Se TCE N, allora il processo stocastico si dice discreto.

Y 1 "
Se T C R, allora il processo stocastico si dice continuo. ®1_:‘©1
Uinsieme degli stati e \ \ /
S={x|docreTX(®,t)=x} H *
]
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SeTC€ N ->DITCM
SeTC R->CTCM

Catene di Markov

Sia (€2, A, P) spazio di probabilita, {X;}:er processo stocastico & una Catena di Markov se

Vig <t; <---<t, <t possibilitempie Vz,zg,z1, - -z, possibili stati si ha

P(anﬂ = x| X, =X, -, Xgg =X0) = P(Xmﬂ =x | X;, = xp)

Consideriamo solo il caso di Catene di Markov omogenee, ovvero che non dipendono dal
tempo. Quindi possiamo riformulare

P(Xt = SE|X¢H = fﬂn) = P(Xt_tn = fﬂlX(} = fEn)
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Catene di Markov Discrete (DTCM)

Possiamo rappresentare la DTCM attraverso matrici e LTS cosi definiti:
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aq1
as 1

an,1

ai2 -+ Q1N
22 =+ QA2 N
anz2 -+ QNN |

a;; = P(X1 = j|Xo = 1)

Probabilita di transizione

i,

T —]

Vi, g € {1,,N} 0< A, j <1

V’LE{l N} Zaéd:l

7=
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PTS S
(a)

Un PTS e un LTS le cui etichette sono le probabilita di transizione.
La funzione di transizione e cosi definita:

o (s) = As'. P(X; =5"|Xy=s) ifsisnotadeadlock state
DA « otherwise

Cioe
a5 = P(Xl = j‘XU = ’i) = OCD(SE)(SJ')

Possiamo adesso sfruttare le proprieta di algebra lineare per capire come evolve il
sistema, infatti
ap) dy2 dp3

a1 d22 d3
az;| dz2 d33

20D — 20 p — \n}” ) 2l
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4/5 1/5 0
P=| 0 1/3 2/3
1 0 0
R.(r) _ |1/3 1/3 1/3' e — | Lasommafal
4/5 1/3 /
4/51/5 0
x(f+1>:|1/3 1/31/3]] 0 1/32/3|=13/58/452/9]
1 0 0

FINITE PATH PROBABILITY:

E m . Come possiamo
Se p I O . calcolare la probabilita di P(1231)=ais-ass-asi =

andare dallo stato 1 -> 2
->3->17
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Distribuzione stazionaria

Si definisce la distribuzione stazionaria w = |7r1 ...;frni di una DTCM come
vie[l,n). ;= limx")

f—yoo !

guando tale limite esiste.
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Catene di Markov Ergodiche

Una catena di Markov si dice Ergodica se:
* e irriducibile: ovvero ogni stato e raggiungibile da ogni altro stato;

* e aperiodica: ovvero il massimo comune divisore delle lunghezze di tutti i cammini e 1.

In questo caso, la distribuzione stazionaria si calcola risolvendo il sistema lineare

(T =m-P
N

PR

\?Z:'_l
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4/5 1/5 0
0 1/3 2/3
1 0 0

P

4/5

Esemplo:
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Catene di Markov Continue (CTCM)

Sia (2, A, P) spazio di probabilita, {X;}.cx CTCM tale che

P(Xt,+at = 2| Xy, =xp, -+, Xy, = 30) = P(Xar = 2[Xo = z5)

0

Sia T; j il tempo speso nello stato i prima di andare nello stato j, allora

Cioe e una variabile memoryless, ovvero una variabile esponenziale di parametro A; ;
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Catene di Markov Continue (CTCM)

Con le condizioni T, = min T, A=Y iy
J#i jAi

si definisce 'embedded DTCM di CTCM la catena di Markov discreta rappresentata
dalla matrice

[ 0 Pi2 - P1N ] i 0 )\1,2/)\1 /\1,N//\1 |
p P21 0 "t P2,.N }-2,1/)\2 0 Tt /\2,N/)‘-2
| PN1 DPN2 0 | i AN1/AN An2/AN - 0

dove

. i j
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CTCM Bisimilarita

Dato un LTS definiamo la funzione y che preso uno stato p, un‘azione [ e un insieme di
stati | restituisce true se esiste uno stato g in | tale che g e raggiungibile da p tramite

[: restituisce false altrimenti.
yip.t.1) =

Ora prendiamo l'equivalenza =g indotta da una relazione R.

4
dgel. p—q

Sia Sz, I'insieme delle classi di equivalenza.

Se J € Sz, p,q €J(cioe appartengono alla stessa classe di equivalenza)

if p &5 p’ for some p,p’ then ¢ & ¢ for some ¢’ with p/ =gr ¢’
(and vice versa) (ile. AT € S=.1'.¢ €1)
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CTCM Bisimilarita = \

p e

/\

a

%

Se consideriamo la funzione @ : p(S x S) = (S x 5)

. v(p, 1)
p ®(R) g=VIe€ S=. v(p,I) = v(q, 1)

A

CTCM BISIMULAZIONE

Allora una bisimulazione e tale che R C ®(R)

Ay

L

CTCM BISIMILARITA’

U R ¢ |a pit grande bisimulazione
RC®(R)

A
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DTCM Bisimilarita

* Senza stallo, banale;

* Con stallo, analoga con la condizione che:

1. Due qualsiasi stati di stallo sono bisimili;
2. Ogni stato di stallo non e bisimile ad uno stato di non stallo.

0.9

N 0.1
—_— X0 = x1 1
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Esempio:
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=r =1{ {a1,a2} , {b1,b2,b3} , {c1,c2}, {d1,d2} }
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Reactive PTS ap S — L—D(S)U {}

Sono Catene di Markov che eseguono azioni.

La bisimilarita e analoga a quella gia introdotta.
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Larsen-Skou LogiC ¢ = me | ore | ~0 | (0,0

Teorema
Due stati di un reactive probabilist system sono bisimili se e solo se
soddisfano le stesse formule della logica di Larsen-Skou senza la negazione.

s = true
sE@AP ifsE@ ands =@
sE—o if ~s = ¢

sE@,e  itx(s)()[e] = gwhere[p] ={s'€S | 5 = ¢}

AN

Consiste nell’abilita di raggiungere un nuovo
stato attraverso la formula @ con un’azione [
con probabilita almeno g
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? ? 1
PR s1 = (1€) 1 (coffee); tt Yr(s1, 1€, [(coffee)  tt]) > 3
coffee  * 1€/ NIE N cappuccino 2
f e '3 \“R [(coffee) tt] = {u | u |= (coffee),tt}
o o
/2/3 2/3y = {u | Yr(u, coffee, [tt]) > 1}
[f/ \\\ = {u | yr(u, coffee, §) > 1}
52 e 1/3 1/3 ™ o 53 _ {82}

fYR(Sla 1€& {32}) — >

Esemplo:
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